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Tiout au long du sujet N désigne pn entier naturel sup,érieur ou égal à 2.
Notations :

o Ponr c € IR, on note lrl la aoleur ùsohrc de r.

/ r '  \
r Pour tout vecteur V : | | a MN,r(lR), on note lVl :

l l
\uivl

/V
"t l l lzl lr: D lurl.

j:r

r On notera .Iiv la matrice iilsùtitée de /nlry (R).

i Pour A e Mx (R.), on note tA la matrice tuwtspsée de A.

Résultat admis :

r  Ponr  (A,B)  ê Mtr ( lR)2,  on at  (AB): tB tA.

e lvliv,r (R)
( : )



Définitions :

I Une matrice est dite positiue si tous ses coefficients sont des nombres reels pæitifr ou nuls; elle
est dite stri.ctemmû psitiue si tous ses coefficients sont des nombres reels strictement pæitifr.

r Un vecteur colonne V e My,r(lR) est drt dc pofubilitési V est pæitif et si llVll, : f -

r Une matrice Q : (Q (i,l))r<rs,u,r<j<rv € Mx (R) *t drte stoch.astirye si elle est pæitive et
Iv

ti Dq Q,i):1 Pour tout 1 < j S N-
i:l

o Un vecteur V e MxJ$.) est dtt inaoriorû pax I e Mx (lR) si QV :V.

o Soit Q e MN (R.). La suite de matriæ (8*),ro est ænvergente vers la matriæ Qoo si pour
tout (i, j) € {1,..., N}', (8'(i,l)),ro conrrerge-vers Q*$, j\.

Préliminaires

/ " ' \
t l

Soit V: I I e Mfti (R) tel que
t l

\"t/

l l Y  I  r v

l l"rl :f l, i l '  (E)
l j :r | ;:r

Pl. Montrer que, pour tout r réel, lrl - r à 0.
P2. Etude du ca.s N:3. On suppæera donc, dans 6stte question P2 uniquement, N:3.'

P2.a Montrer que

(lrrl + lozl + lql)' - (rr + a2 * q)2 : 2(lup2l - uflz)+ 2 (lqr4l - a'us) + 2 (lazql - qlq3) .

P2.b Montrer à I'aide de (E), que si loiril > 0 pour (j, j') € {1,2,3}' tul que J f j', alors
a5 ët ui, ont même signe.

P2.c Conclure que V : lVl ou V : -lvl.
P3- Montrer que V : lyl ou V : - lyl dnns le cas général où N est un entien quelmnque

vérifiant N > 2.

Partie I Googte et PageR^ank

En 1998, Sergey Brin et Larry Page, efondateurs de Google, ont introduit la notion de PageRank.
Le PageRank est un indieæ mesurant la notoriété de chacune des pages Web rêfénencées dens Google.
Bien que les outils de calcul de cet indice soient maintenus'secrets, le principe mathématique sur
lequel repce ce calcul est public et peut-être résumé comme zuit.

On numérote de 1 à N les pages Web référencées dans Google (on pense que lV : 10e est un bon
ordre de grandeur). On dira qu'une page j e {1, .--,lY} pointe \rcrs une autre page i € {1, .-., N}
s'il eldste un lien dans la page j pemettant de rejoindre la page i en cliquant dessus.



Pour tout i € {1,..-, N}, on note d; le nombre de pages vers lesquelles l, jo,* page pointe.
F*q* di: A pour chaque couple depages (f, j) pæons A(i, j):b si i *-j * e(j,ri : f.
?:T: 

d,i ) O;gons soit A (i,j) : I/di sij poinie vers i soii A'(i, j): 0 sinon. Si p àîô, f[, oo
définit la matrice de Google G : (G (i,f))rsrsr.r,rsi<iv pâx

G(i, j):  pA(i, j)+g#,pourtout I < i  < N er t < j  < /rr. (D)

Pour tout i € {1, --., N}, le PageRank d'une page j est un nombre réel poeitif ou nul noté p U). Les
p(j) ' | < j ( l{ sont par aille'rs définis pu"r" ry"te** d'équations

fr0) : I et fC $,j)pCI) :p(i) pornrour 1 < r S N.
j:l j:l

A la question nque meilre euractement pour une page j € {1, .-., JV} donnée ce fa.melx pageRank
pU) ?n,leurs concepteurs assurent qu'il s'agit a* t"ichancen qulun surfflr se retrouve sur la
paEe j en question. L€ but de ce sujet est de levex un æin du rmile entogrant le m5rstère du
PageRank en ju,stifiant d'une part de I'euristenæ et de I'unicité de la solution du système (S) et
eJr fournissant d'autre part une interprétation probabiliste de ce système permettant de donner un
sens mathématique aux affrmations de Brin et pa,ge.

A. Etude de la matrice G de Google

On démontre dans cette section quelques propriétés simples de la matrice G de Google.
I-A-1 Montrer que G e Mx (R) est une matrice strictement pæitirre.

JV
I.4.2 Soit j € {1, ...,1V} tel que di : O, montrer qo" !C1r,r) : 1.
I.A.3 Soit J € {1, ..-,lV} tel que di > 0. En écrivant que

(s)

ÀI

f c (i, j'):
i:l

N

montrer que f,G(i, j) : l.

I  G( i , j )+
i€{1,...,.M}

j pointe vera i

G (i,i)
i€{1,..-,/V}

j le poinie par vere i

d:1
I.4.4 eue peut_on en déduire 

ËUr"f,
I'A'5 Montrer que le *"* | I | . My,t(R) défini elr (S), en admenant qu,il errisre, esr

invariant p*r G. 
\P(lv)/

B. Modèle du surfeur sur le Web

Dans toute cette partie (O, f,P) désigne un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires
utilisées sont toutes déûnies sur æt espaoe. On rappelle que I'on numérote de 1 à /V les /V pages'Web 

référencées dans Google. On considère un internaute surfant sur le'Web en utilisant Googie, on



note Xs la premiène page visitée û Xn la page sur laquelle il se retrouve au bout de n o@ations (soit
de clic srlr un lien dans une page soit d'abandon au proût d'une autre adresse). Pour tout n € N,
X' est à valeurs dans {1, 2, ---, N} et on admettra que la suite de variables aléatoires (X,),rovérifie
pour tout entier n ) L et tout (",._r, co) € 1L,2, ---, Nyz

P{*- ' . , :rn-r} (X, : ro): P(X,-: rnl X,.-r- rn-r):G(r,,. , ,r, .-r)

où G est la matrice de Google. On considère n un entier naturel strictement pæitit
I.8.1 On note Ç le rrecteur de ",t4iv,r (R) dont pour tout i € {1,2, ..., N}, la iè-" comlræante est

définie par (u.)i : P (Xn: i). V@rifier que y, est bien un rrectegr de probabilité.
I.B.2El>rprimerpourtout ( i ,  j)  e {1,2,.. . ,  NI '  p({x,: i}n{x,-r: j}) àl,aidedeGet v*_r.
I.8.3 En dduire qlre Y,. : GVoq.
I.B.4 Montrer que pour tout lc entier naturel Vt : GkVo.

Partie II lVlatrices stodrastiques

Le but de cette deuxième partie est de prou\rer I'enistence et I'unicité d'gn vecteur de probabilité
invariant pour une matrice stochastique strictment pæitive.

A. Etude dtun exemple

On considè're une matrice Q e Mz(R) stochastique et strictenent pæitive" Q peut se mettre sous
la forme

a : ( r - q  d  \n  
\  q  r - d )

avec g € ]0,1[  et  d e]0,1[ .
II.A.1 Déterminer l'ensemble des vecteurs V e Mu(R) vérifiânt QV :V.
II.A.2 Montrer qu'il oriste un unique vecteur de probabilité y- € l4r,t (R) invariant pax I et

le calculer.
II.A.3 Prourrer que pour tout entier n ) |

e n :  
t  ( d  d \ - [ - q - d ) " ( q  - ( \

Y  q * 7 \ q  q ) -  q + d  \ - q  d )

II.A.4 En déduire que (Q'),.'l conrrerge lorsque z tend vers I'infini vers une matrice dont les
deux necteurs colonnes sont égaux à V-.

On cherchera à généraliser ce résultat dans la partie III.

B. Enistence d'un vecteur de probabilité invariant

Dans cette section II.B, I € Mn (R) e"t une matrice stochastique.
II.B.1 On note U le vecteur élément de Mxl (R) dont toutes les compæantes valenJ 1. Calculer

,QÙ.

II.B.2 Montrer que si Q - Ix est inversible, alors 'Q - Ir est aussi inrrersible.
II.B.3 Dérluire des deux questions précédentes que 1 est valeur propre de Q.
Soit À une valeur propre réelle de Q telle que lÀl : I et V € Mp1(R) "rr necteur propre de e

associé à la valeur propre À.



II.B.4 Prouver que le vecteur Qlvl - lvl est pæitif.
II.B.5 Montrer que le vecteur lVl est invariant par Q.
Irùiætion : on purro sornrnÆr les ærnposontes du wcteur elvl - lvl.
II.8.6 Prouver l'enistence d'au moins un vecteur de probabilité invariant par 8.

C. Unicitê d'un vecteur de probabilité invariant

Dans cette section II.C, I € MN (R) ot une matrice stochastique strictement pæitive. On sait
d'après II.8.6 qu'il eniste au moins un vecteur de probabilité invariant par Q noté

v* :

Cette section II.C permettra de démontrer I'unicité d'un tel necteur.
[.C.1 Prouver que si y est un vecteur pæitif inva,riant par Q, alors soit V : O79.n,r(a) soit y est

strictement pæitif.
ll.C.2 Justifier que V- est strictement pæitif.
On mnsidère à présent un autre vecteur de probabilité noté

w* :

invariant pal 8. Puis, on définit

a :  - t " {@ |  1 <i<N} :  ! t - . ) .  *
t ( u - ) ; ' -  J  ( u - ) r

V  :  W - - a V * .

II.C.3 Montrer que V est invariant pax 8.
II.C.4 Montrer que V est pæitif rnais pa.s strictement pæitif.
U.C.5 En deduire que W- : otVæ.
II.C.6 En conchre que Û7- - V*.
On reprend jusqu'à la fin de ætte partie les notations de la partie I sur Googte et la notion de

PageRank.
II.C.7 Montrer que le système (S) definissant le PageRank admet bien une et une seule solution.
II.C.8 Démontrer que p (i) > (1 - p\ /N pour tout i e {1, ,..,1V}.
II.C.9Iæ rôle du para,mètre p est essentiel pour assurer I'unicité de la solution du système (S).

Que se passerait-il pour p : 1 et disons N : 3 pogr simplifier à l'extrême? (Songer qu'il peut
exister des pages Web qui ne pointent vers aucune autre!). ' !

Partie III V:âIidation du PageRank

Dans toute cette partie III, on considère Q e Mx (lR) matrice stochastique strictement pæitive.
On notera V- I'unique \recteur de probabilité invariant par I,

ff:)

ffï)



A. Valeurs propres de I

Il s'agit dans cette section III.A de localiser les valeurs propres de Q.
III.A.1 Vérifier que pour tout vecteur V € MNt (R) on a

l lgvll, < llvll,
avec de plus llQVll, : llVll, lorsque V est pæitif.

III.A.2 En déduire que pour toute valeur propre réelle À de Q, on a lÀl < 1.
Soient À une valeur propre réelle de Q telle que lÀl : 1, d V e Mxt (lR) uo vecteur propre de

Q a,ssocié à À tel que llVll, : l. Od sait grâce au II.B.5 que lVl - V*.
[II.A.3 Etablir I'identité

I N  I  N

l Io(r,r)ui l  :  t  e$,i) lu|
l i : t I r:r

où a; est la iè-* composante de V pour i € {1,..., N}.
III.A.4 En deduir,e en utilisant P 3 que y est colinéaire à lVl puis que À : 1.

B. Convergenae

On fera dens cette section III.B l'hypothèse supplémentaire que I est diagonalisable.
Le but de ce qui suit est d'établir que la suite (Q')*1 oonlrerge, lorsque n tend vers I'infini, vers

la matrice Q- dont les necteurs colonnes sont tous "Sr,o à V-.
III.B.1 Montrer qu'il eniste une matrice diagonale D e Mr (R) et une matrice inrrersible

S e My (lR), telles que ponr tout n > l, q : SDnS-r.
III.B.2 Prouver que parmi les /V coefficients diagonaux de D un et un seul est égal à I alors que

tous les autres sont de valeur absolue strictement inférieure à 1.
III.B.3 En déduire que la suite (Q'),Èt conrrerge vers une matrice Qoo.
III.B.4 Prouver que pour tout n > L, q est stocha.stique puis eue Q- est stochastique.
III.B.5 Démontrer eue 88* : Q*.
III.8.6 En déduire que chacun des vecteurs colonnes de 8- est invariant par 8.
III.B.7 Conchre.
On admettra pour la partie III.C que (Q')*r, conr/€rge lorsque n tend vers I'inffni vers la matrice

8- dont les vecteurs colounes sont tous egaro à V- sous les seules hypothèses Q stochastique et
stricte,ment pæitive.

C. Application au modèIe du surfeur

On reprend pour la fin du sujet les notations du PageRank de Google décrit dans I'introduction de
Ia partie I et du modèle du surfeur décrit dens la partie I.B. On considère X- l,a variable aléatoire
àvaleurs dans {1,..., N} dont la loi est definie par

P (X* : i) :p (i) pour tout i € {1,2, ..., N}

ilLC.l Montrer que (X,.),>0 converge en loi rrers X- lorsque n tend ners I'infini.
III.C.2 En quoi ce résultat donnet-il du sens à I'assertion un peu vague: nle PageRank d'une s

page donnée représente la chance qu'un inten:naute se retroune sur la page en question lorsqu'il
surfetr?


